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g%,smnp’cotisohe ombuikkeling ven gehele functies, die

o ——

213 g een nie"c---begrensde deelvergzuemeling van het complexe z-vlalk. ;
Beschouw een tweetal (re&le of complexe) functies f(z) en gl(z) gede-
finieerd voor elke waarde z van §. De notatie

£(z) = 0 {g(=)}
geelft dan asn, dat de van z onafhankelijke positieve counstanie K zoda-
nig kan worden gevonden, dat de ongelijkheid

£(z)] < K |el=2)]
geldt voor elke waarde z uit . met voldoend grote absolute waarde. .
Verder zullen we met de notatie

£(z) = o {a(z)} s
de eigenschap aanduiden, dot de voor positieve waarden r sedefinieerde
{niet-nezatieve) functie gir) zodanigz kan worden gevonden, dat voldaan
is aan

limé (r) =

o0 ’
HEI RS IGERITIES] < ¥
voor elke Waarde Z uit(:‘;] met voldoend grote absolute waarde.

Te beschouwen nu de gechele functie

¢ %
: a Z
(.1) o ‘/’/ ) = 2; [ 0 + 144}

waarin X en ﬁcomplexe constanten voorstellen net |ary xi(l—g. Het is bekendv\
(v.g.l. “right (194C) blz. 437) dat voorg als het complexe z-vlek en ‘
voor elk natuurlijk getal N geldt - ‘

(2) Y7 ’"‘“Z ezﬁz = Z r’(_ el T ffN T

Hierin is 21{ °‘ e:cp( ’—'ﬁ‘) en wordt voor de eerste som in het.
rechte riid van (2) de sommatie uitgestrekt over de sehele waarden k-
me't [arg ‘41: |€ 71 - Formule (2) stelt ons in staat de waarde yf(z)
nauwkeumg te berekenen voor het geval dat fz[zeer grcot 18.

o) e
e 01merk:ende dat geldt Z
o . 4?, - Wzv Tired

en




2.
stellen we ons nu de vraag in hoeverre het in het algemeen mogelijk is
de functie

o »
g(zjzz 2 planrp) @
hzu

asymptotisch uit te drukken in de functie
oo

M =0 -
In dit verband noemen we de volgende door ‘right (1940) bewezen gene-
ralisatie van een stelling van Tatson (1913).
Theoremg 1. Je beschouwen in het w = u+iv - viak een rechterhalfvlak
H, dat begrensd wordt door een verticale rechte L, die d=z begtaanbare
as snijdt in de negatieve niet gehele waarde he 4ij g(w) een in I een-

waardige en analytische functie met

(3)  ew =0/

1
" (w + D) }
waarin b een reele of complexe constante voorstelt. Je stellen
(4) T(z) = 2 gln) 2"
Myh
waarin de sonugatie wordt ﬁ%ﬁgestrekt over de gehele waarden n dhe Zij
verder X = Re ioe een complexe constant met 01<L en stel
(5) G(z) Z g(xn)z? .

Tanneer p een 'feheel getal 2 0 voorstelt, dan geldt vooxr
6 Wk )
(6)larg 2 %|<), 77

1

et

0y g . 1, Gt e
(7) “713._2+G~ k2pl‘1) = 1}
dat

- =
-‘.'

(8) (3(7) < gdfom} Z Flze) +0'] ) Z )ﬁ'f ,

waarin y
. -h _ 27 kiz
j U‘{’»&é?] en 2 = (ze ) |
Opmerking. Voor elk geheel getal m f»eldt .,L

§z) = (}(Zegm‘l) en arg(zef‘)“”m)“é = -@i—« 2ufi+arg z. Ondor de voor-

#

waarden van theorema 1 geldt dus in de sector

v »

L |
|arg 2% + -49%;@- Z.Nm'[«g"}]p JT

de formule‘

R
f(z) = ~ Z g(~on)z " +
| Anay .
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De ongelijkheid (6) is dus alleen dan cen beperking van de albemeenheld,
wanneer geldb |

cos @

= 217 >’2%p73

hetgeen wegens (?) aequivalent is met

cos© 1
[(2p + 1) ——— = 1’7 5

Dit is het geval voor ,%%g@ )'% , want dan hebben we (wegens p>20)

(2p + 1) 288 > (2p+ 1) 32 5

‘Het doel van dit rapport is de geheralisatie van bovengenoemde stel-
ling van "righf. Vooreerst zullen ve het geval toelaten, dat de functie
g(w) analytisch is in H op eindig vele polen na. Verder zullen we de

 voorwaarden (3) en (6) door minder eisende voorwaarden vervangen. De
) bedoelde generalisatie luidt als volgt. :
Theorema 2., 7e beschouwen in het w =u + iv - vlak een rechterhalfvlak
H, dat begrensd wordt door zen verticale rechte L, dic de bestaanbare
as snijdt in de negaticve niet géhele waarde h. Zij C ecn in I selegen
Jordankromme, welke een op L gelegen beginpunt met het oneindige ver-
bindt, zodaonig dat voor elk punt w van C het deel wvan C tussen'het be-
Sinpunt en w rcecctificeerbaar is. Verder nemen we aan, dat elke voldoend
ver naar rechts gelegen verticaal de kromme C in precies in één punt
snijdt en dat voor elk punt w = u + iv op C geldt lvig ptul + ¢, waarin
P en q geschikt gekozen positieve constanten voorstellen.

7ij g(w) een in H ecenwaardige en analytische functie op eindig vele
polen na, die niet op L of C liggen. Voor de waarden w = u + iv, metiw
voldoende groot, zi] voldaan aan
(10) (@;{u + iV)}(K o 17 +m i v

e

waarin K, 1 en m gegeven nict negatieve constanten zijn met
2

(11) m<1.
Tenslotte veronderstecllen e, dat de integraal
glw)z" aw,

mwelke voor de waarden 2z # 0 met iz|voldoende klein convergcert cn eén .
analytische functic voorstelt, kan worden voortgezet tot ecn in de sec~-
tor " larg z|( mrveenwaardigeefn analytische functiec. : -
ne. e ot .
Bewering. annecer X =c¢ " enfl= ,”, + :x.ﬂ2 complexe getallen u:r.;;n mvt,

g@FJ-g en met A = "Fé’é:cTé% alg een niet gcheel ncgatief gctal da.n stcﬂ

. machtrecks 00

|
(12) %(z)z _5_ glan +8) z° \ 4
ecn gehele functie voor. Hlerblg wordt aan:enomen, dat in het reohter
1id~wordt,geoemmeerd over de gehele Waarden,n;go waarvoor xn.+p2geen

. N



- - 4-0‘
pool is van g(w). Zij verder k een even zeheel ¢ eua1>-*£;3 zij £ een

, ‘ cos &
pogitief getalu<&:~3%g§ -m)7 en zij Y eext positief getal <2(1 - m),
Dan geldt veoor alle waarden z met
' 4 ;
(13)  Jarg 2™ I& e KL - myme €
dat | F
(14) 6(z) = - )(27)(0 glrn +43) z. Z %, C/ZXJ €

& A -p
-Z7€(31 ) + *‘-”fQ)*N l
Hierin is

Gz (st

en verder |

.16 F Z = > ‘ a

(16) F(2) = 2, &(n)a

waarin de sommatie wordt uitgestrekt ovoer de gehele waarden n.7h, die
niet samenvallen met con pool van g(w). Analoog wordt in Zf geson-

A< viC 0
meerd over de gchele waarden n met A<n< 0, waarvoorxn +{3 geen pool
van glw) is. Verder duidt iresp é 5 Q¢ sommatic aan over de ge- 3

hele waarden/ met, |/ { l&..?:_ x‘zaarvoor/{arg Z/A(m v+ yrcsg larg Z/<[>/

2 mA+ Ygeldt.
Vervolgens is p gelijk aan de som van de residucn van de fumetiec

| + k-7 ¢ -2
n Zgw ¢ s s
‘ ‘ Serr 77 MC:& o

(waarin het plus—- of mintcken genomen wordt al naar gelans, w ecn
boven of beneden C gelegen punt ven H voorstelt) uitgestrekt over alle
in H zelegen polen van g(w).

De grootheid pw(z) is gelijk aan dc¢ som vaan dc residuen vanrde‘fuhcﬁi

4

£ 7L W A \
(18 7T ¢ g 27
| 4 Y 7w O

(waarin het teken + als boven is gekozen) witgegtrekt over de in H‘gﬁw
legen polen van g(w) K

Tenslotte is f (Z) voor. arg 2 »0 (resp. arg Z<f0) gelijk aen do
2 glw) z¥Puitiestrokt ovcrﬁdg

som van ée rcsiduen van de functie ‘
boven (resp. boncden C) en in H bClb en polen van A<W)¢

]

Gebruik makend van de Iormule van S 1rling en van het \volgendé‘lémma o)




y

. 5 .
ziet men gemakkcelijk in dat theoremad eccn byzondcr zZeval 1ig van theoro—
ma 2. ) ’
Lemma. Laten h en £ C relle getallen zijn. Dan bestaat de van £ en h
afhankelij¥e pogitiecve congtantc II zodanig, dat de ongelijkheid

D P AV

(19) Tl s ey

geldt voor ¢l complex getal w=u-+ iv met u »h.

Bewlijs Jondc: beperbing der algemeenheid mosen we cannencn dat geldat
é'< %% . 1A d: van bonedcn naar boven doorlorcn wegy in het comploexe

t - vliak, saucngesteld wit dc twee halfrcchten arg (t - to) iél +E N

Hierin 4

e enkten me het reele nogiticve getal to zodanig Lroot gzckozcn,
dat van elk punt t op/\ geldt 1t e
op A\ seldat .[arg t| < g +E .
Iu geldt de bekende formule

' { f t ~ )
T T ¢ t oAt
) 27

waarult volyt voor

Verder merken we op dat voor %

e f ~mfft ~ whag el el €om gt | e
(% +€) W'f J |
£ € (@KH_ Mw,tumcmmja At
, 27
Hicruit volgt de beweri daar immers de laatsitscnocmde integracl con-
vergeert.

Voor het boewi]s van theorcma 2 malken we gebruik van ccn aantal hulp~

stellingen. Het bewijsschema is als volagt

theorena 3 —theorcma 4 ?
,f heorecna 2
theorema 5

Vooreecrst bewijzen we ,
Theorcma 3. i} S cen in het w— vlak gelcesen utrooa, begreusd door twe
evenwijdige lijnen L cn R, dic ccen posgitieve hock Y < 7 nut de posgiticv.

tanbare as mekon en wicr snijpunten met de bestaanbearc as nict samenvallcen

met ecn gechecl getal; hierbij 11b L links van R« Op de¢ rand van en

binnen § zij £(v) cen conwaardige on anc’ ytische functie af_ezicn ven

een cindig acantal polen, die geen ven alle op de rand van © ligg en.fgb_

;.Veronuurst 1len, dat voor geschikt gekouzen re etle constanton 11 >0 en m4p5

de ongelijkheid

(20) Jf(u + iv)f{<HM e .
scldt voor elke op de rand van en blnnen 9 selegen punt w = 1 o+ i? m@
Jw| voldoende groot. Tenslotte wordt een punt op I met ccn puut op T
- ver ‘bonden door cen geheel. blnnen 3 gvleuen reetificecerbe e JordanKrQMmég
ru’ die alle in 8 éelc@eﬁ polon van f(W) vermijdt. ““ SERE

,},,,,n—i\,")




6. N
Ondcr deze voorwacrden heuft voor ¢lk natuurlijk gotal k > m do- aam
L '@ ;a‘ - o LY N . f i
S i

: Y
oy " w ok

¥

Z (-1)52 2(n),

uitgostrokt over do gehele in (het inwendige van) S8 gologen, on nict
met ccn pool van f(w; samenvallendc gehele getallea n, de waarde

(21) fSigiz(f;;)m T(v)dw - % r(s) + 4 a(wiL(w)dw -

r\
~jo a(w)£(7)dw.
‘I

Hierbij wordt de¢ kromac ¥ doorlopen van links nacr rechts, de rechten
R en L van bcneden naar beven. Verder is

(22) q(v) = 4. ¢ % (&) dv
L sinmw ’

waaorin het plus— of mintcken genomen wordt al naar gelang w boven of
ibenedenfqllut. Tenslotte wordt de som 2: uitgestrekt over de in 8

gclegen polen § van £(w), waarbij r{s) hot residu van 2ni £{w) golw) in
voorstelt.
Bewijs. Tcgens continuiteitsovervegingen mag men zonderdcealgemcenhoid
t¢ schaden aanncmen, dat [ geen gehcle punten n bevat. Do inteprecd i
dec ecrste integrasl van (21) is ners .ijk regulier in clk geheol punt
n uit S, dat nict met cen pool van f£{w) samenvalt.
Voor het bewijs brengen we in de strook S ecn horizentaal lijnstuk
T aan, dat ecn punt van L met cen punt van R verbindt, en dat hoger
ligt dan elk punt w van ["en ook hoger dan clke in § gelcogen pool van
£(w). Beschouw de (positief omlopen) contour A, gevormd door /7, T°
en de lijnstukken van I en R, dic{'en T vorbinden. Volgens de residuen~
Fatelllng is
fq(w) f(w) dw
A w
gelijk aan A

g :(,f),h{h,,L %1+ r(S)

in deze sommen komen allecn de boven [ gelegen getallen n cn yin aanmor-
%ing en wordt o(w) door (22) gedefinicerd. Tordt het horizomtale lijn- .
~ stuk T naar hot oneindige verschoven, dan rslert zijn bijdrage Tot nu&,

want op dat lijnstuk is voor zckerc waarde N> O :
-k wivl

2

ja(u + iv)| € We
oen dus wogens (20) en k7 m
‘ falw) £(w)}< e ~(k-m)
Aldus vipden we dat

‘7‘;; %Si&&”{m}w d {qu fw}m ~ {}ﬁu}/{w Aot

ﬂﬁﬂ als vl = =



7.
waarbij allcen cver de boven lﬂ’gelegén sedecelten van R en L geintegrcerd
wordt, gclijk is aan

/ ~ '
2, B o) + ﬁ -

~

Len analoge rcdenereing. tocgcpast ob hetbcnedcn F gclegen gedgpelte van
de strook J, leert dav '

— & (fz:ﬁ:}_f:f/ ) ol w (%)) o) ottartr— ?KW}K@} feus-

2t S g
] 0
’ -
gelijk is aan

it for - I g

m S ‘

optelling levert het gevraagde resultaat,

"¢ bewijzen nu

Theorema 4. 2ij H ecn in hel w = u + iv vliak gelegen rechterhalivlak,

ibog,renad door dec ruckte L, die de bestapnbare ag in de pegatieve niet

gohele‘waardc h snijdt cn met de positjeve beutaanb@re ag acn pesitic-
ve hock ¥<T maakt.

Zij C ecn in H gelcgon Jordankromme, dic cen op I grlegen beginpunt
met het oneindige verbindt, zodanig datv voor elk punt w op € het decl
tussen het beginpuny cn w rectificcerbaar is. Verder vorontergtellen
we, dat iedcre voldoend ver naar rcchts galegen met T cveawijdige 1ijn
R de kromme C in precies eén punt snijdt. Tenslotte ncmen we aan dat
elk op C gelegen punt w=x+ret (x en r bestaanbaar) met w voldoende
zroot de verhouding -fj{- ~._>cnsd is.

Op de rand van en binncn H zij g(w) analytisch, afiezicn van een cln—-
dig aantal polcn, dic geen van allec op C of op de rand L van H llgﬂ’on.
hNcem aan dat geldt veor de waarden w = X+ rei% X en r bestaanbaar;

- %X 32h) in H met voldoend grote abgolute waarde
(23) lal x+ relxy)1< e {’77;( + mmrlsin\f/

waarin K,1 en m beskaanbarc constanten voors*tellcn.
Tenslotte beschouwen we in net complexe z-— vlak net gebied % bepaald
door dc ongelijkheid

(24) {/w-,w)&(;xz (>wvjw7 4[<;/ M/}T,eam‘f’ -8

waarin k een vmllokcurlg geheel pogitlef getal »m voorsteclt cn waarin
¢ ccn widllskeurig pOS:L‘blOl setal < (k - m) #sinY voorstelt (het pun'l;
'z wordt niet tot %gcrckend), Tij uemen aan, dat dcylmu sraal

; (25) (7(2) _ [g_ln‘(k——‘l)ﬂw g(m)z” ay
C

singw

welke voor de waarden z uit tgme‘bl Ivoldoande klein counver ,_,ca:ct en een
~analytische functze voorstelt, kan Worden voo»rt ezet tot won in 70011«



: m&w analytische functie
‘.f(ﬁ)(&am voorwaarde is voor k = 1 altijd vervald).
‘Bewering. Uit (23) volgt onmiddellijk, dat de machtrocks

(26) Z (1) g(a)z®
(waarbij gesonnnwrd wordt over de gechele waarden a» 0, dic niet met con
mml van g{w) samcnvallien) vooriz|< 01 convergeert. De bewering is
‘vooreerst, dat de analytische functic M(z), diec door dezc machtrccks
mzﬁt voorgesteld, ovcral in geom&ardig en cnalytisch kan vorden vuor‘%
gozet. a5,
Om het asymptotisch karakter van de funetie F(z) in (;van srote (z) *t:t.a
bepalen wij verder, dat I(z) in%gmschrcvcn kon worden in de sedaantc

(27) Tz - S gmat - Tate) + dlab
gy h<n<o 5

ﬁmn %(wordt uitgestrekt over de gehele waarden >h en <0, dic niet
jt ecn pool van g(w) samenvallen. Dc som ; wordt uitgestrekt over

‘,&a in H gelegen polen van g(w), waarbij r(s) hct residu is in s van de
lj‘WIG 2mi g(w)q (%) z"; hierin is

oF (k- 1)7fiw
’(28} %w) "44. smv w 4
wagrbij het plus- of minteken gebruikt wordt, al near gelang w boven
of bencden C ligt.

wijs Men hecft
: iy - . ‘
i: {z}x exp Lrj[(cosw) logizl - (siny) arg zHg

42',! ﬂpﬁrt { (k-m) 7 siny' ~ & }
"wur elk punt z in het door (24) scdefinicerde g,cblcd% D2 functie
£(w) = glw)z"
",w?eldoe‘b dus wegens (23) aan dc ongelijkheid

i X+re

"‘:,“(39) if(x-:—rai\’)k Elzt ¥ et 1 exp{f [r](k7siny - & )} ]
?'hiﬁr&n stelt z cen willckeurig punt van tg voor, terwijl w = X + rett
garin X en r rcéél zijn) cen punt is van het halfvisk I met voldoend -
‘f;/ta gbsolutc waarde. Door eventuecl K door ecen grotere positicve cuumv,f
ante te vorvangen kunnen we beperken dat (29) ook geldt voor elk op
egen punt ’

‘weh + ret¥

‘een positief gehecl gotal en zij RN de met L L.vcramadlgg 11‘ ‘
}mlfvlak H, die de bestaanbare as snijdt in hot tunt T + 5 »




Mits we N voldocnde groot kiczem, zijn alleé in het het halfvlek H gulcgen
polen van g(w) gclc{,en in bet binnengebied van de door I en Ry bogrons-

de strook ’QH, en snijat Rw dc k‘romme C in proc::.eq aen pun't ‘He«, in uﬂ ‘

gelegen deel van C nocmen we Cg. e passcn nu theorema 3 ~boe mct S = Siﬂ
M= Cy en £(w) = g(w) 7, waarin z een punt van(gl voorstelt. Voor de in
SN gelegen yunten w = x + re q/n.s x begrensd, “fegens (29) hebben we dus
voor elk punt w = u + iv in SN met voldoend groté abgolute wacrde
. - . g
JE(u + 1V)“(.;4 exp%(k'?“'s"i,j\f,)fvl} o

waarin K1 een gesenilkt yoxozon pos;ttlef, van w onaxhankollgh setal voor-

stelt. Lan de voorwanx(‘cn van theorecma 3 is nu voldaan cn vit de bewe-
rlng van dit thcecorema volig

—
6o = ® g(n)sil f S-’gﬁng“") T g(me” v - T r(e) ¢
| h<n<iN + %— 3
b y f q(w)g(w)zwdw - jq(w)g(w)zwdw.
RN | . . L

‘Hierin word“b:mhetllnkerlld gesommeerd over de gehele waarden >h en
(N + -2- waarvoor g(w) regulier is. Verdcr hebben g{w) -en Z r(s) de

in de formulering van thceorcma 4 genoemde betekenis.

Zi) B een recel getal met 0<% <% en zij HS het zebicd, dat uit het

halfvlak H ontstaat door de cirkclschijvenlw - ni<s  weg te laten,
wazrin n de gehele getallen Zh doorloopt. Voor clk na’cwrll;)k ,otal N
is de rechte Ry bevat in Hg. e denken bovendien § zo klcin gel*oacn, dat

,de rechte L in H5 ligt (dit is altijd mogelijk omdat h niet geheel 15)

e gaan m bm‘rljzcn, dat voor clk punt y= rel u+ iv in H

e . .
Y

o

x| -
(31)  jalmi & Eye d7ix\ - k7
gzeldt bij Beschikt gekozen positieve constanten d en Ko

- Vooreerst merken we op, dat dec poﬁitieve congtantc I"3 zodanig kan
Worden gevonden, dat voor elk punt w = u + iv in Hi voldaan is aan

,5(32) ; ] | < Ky -wlvi

| ginj(u + iv) -
'_§0mdat voor elk punt w = x + reiwop ¢ met voldoend grote ebsolut: waar-
-“de mrhoud:r_no E begrensd 3.3, beataan de positieve getallen p en g mct

Bl plxt+q



1C.
VOd'r elk punt w = u + iv = x + rcliiyon Co Indicn w =u + iv= x + reiy’ :
een punt van Hg voorstelt met |vldpixl+ q dan ligt w boven C en boven dec
bestcanbare as of bencdsa C on beneden de bestaanbare as. Uit (32) en
do.definitie (28) van ol volgt dan
. 1 - skl
Ja(u + 1v)i<2123, )

Is daarentegen w = v v 1V = X + rc*Yeq punt ven He nt jvig pl xt + q
dan volgt vegens (28) o

V"}

} g Lye ~ 7

<K3«, - k7|, 2(k=1} T (p 1XI + a).

o kvl 2(k=1)7 vl <

Hicrmee is de bewering (31) bewezcn voor de punten w vel Hg en in het
byzonder dus ook voor dc punten w van L cn RN’

~Voor elk punt z vaa (, velgt uit (29) en (31) door majorcking van de
integrand '

g (u ) '\' — '2 :jq
(30 { a(w) e(w)z"aw | L1p, ) )zjelt ¥ DTN + 5 (g,
R P>~""2 0 |
en
(3’4)\(q(w)g(w)zwdw L{{z: h T"<2{ o (L + d),i o =ET 4o '
P L A,

—(l + d)” volgt ulit (33)

Voor elke waarde z in&f metlzl e

' ,',_lim f a(w)z"dw = 0,

N w0

| By |
Terwijl wegens (23) voor de zelfde waarden z de reek

2D g(mys”
° avh
convergeert. Door in (30, de limietovergang N —»00 ,toe tc passen volgt
voor elke wsarde z in g}me’c}z} «(e"(l +d) dat dc door (25) gedefinieerd
mﬁagraal:f(z) convergeert {en cen anelytische funetie voorstelt) en vcr»-t
icr dat

cmz (P gy aSim) - S (e - 2a)
‘ n)h 3
Waarin

(2) = ;( a(w)e(7)"am
&e majorering {34) is in % R(2z) ecn eenwazrdige en qnaly*blsohe
: f-‘.f‘Ui‘h de voorwaardcn van theorema 4 wmeten we dat de integ r-,.al 7{2’}




11.
kan worden voortgczet tot ecn in %{ cenwaardige cn analytische functic.

Het rcchterlid van (35) levert dus cen in @cenw;..ardige en reguliere
-1

voortzetting van dec analytische functie dic voor O<|z (e ord+t ge--
geven door
2 ) gy - SR gla)z? ¢ F(a)
; N <<y
Voor elko Wa‘,rdu z in ’;?, ;eldt dus
B(z) =~ 5 (=1 gn)z? +T(z) - X x(e) - n2)

/\ <D
Tegens (36) en (34) volzt nu de bewering van "choorema 4,

Tenslotte bewijzen we *)
Theorema 5. Zij H ceir in het w = u + iv - vliak é;elcgcn reehterhalfvlick
begrensd door de verticale rechte L. Zij C ecn in II geksen Jordankromme
welke cen op L gelegen beginpunt Xmet het oneindige verbindt. Teem aan
ldat voor clk punt w van C het decl van C tusscn ¥ en w rcetificcerbaar
is, en dat elke voldoend ver naar rechts gelcgen verticele rechte R de
kromme C in preccics ééu punt snijdt. Laat verder gelden voor clk punt w =
=u+ iv van €
v pia+ q,

waarin p en q geschikt gekozen rositieve constanfen voorstellcen.

Op de rand van ¢n binnen H zij g(w) ecn éénwaasrdige en analytische
functie op eindig vele pclen aa, die nict op L of C liggen. Voor de
wearden w = u + iv in H mcetjwivoldoende groot gelde de ongelijkhcid

(37) 17ut+ m7ivt

[g(u + iv),{ <K e \
waarin K,1 en m gepeven niet gegeticve constanten zijne.

Bewering. Voor dc complexe waarden z met |zl voldocndce Xlein cenlarg z\>
y oy convergeert de integraal

(38) 7(2) = {g(W))sz%r:y
3 |

en stelt aldaar ecn eenwaardige en analytische functic voor. Deze func-
toe kan worden voortgezet tot een in deVsector® ‘ g, mw eomvaardlge

én analytische functlej(z) Voor elk paar positieve constantcn & cn &0
metWymy +£€ geldt in het gebicd mer+ s q‘\a,(g ,,2;{'&’ w0 v

(39> J(z) = S r(s) + olZ).

T s :

") Theorema 5 ontleen ik aan Prof. J.G. van der Corput zic "Tocpeassing
van dc theorie der complexe verandcrlijkent, Stelling 2 (Syllabus dbij ,
h@’t eollege asymptotlsche on‘tmkkellng, Maart 1950)
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Hicrin stelt h kot snijpunt voor vanm I met de recle as. Verder wordt
voorarg 2 f (rcspe. org z -m ).de som pr(s) uitgestrekt over de in H
gelogen polen s van g(w) boven C (rcsp. bencden C), waarbij r (s) het
residu is van de funetic 2mi g(w)z" ins .
Bewijs. Voor het bewijs beperken we ons tot het geval, waarin argz »

)ma+£ , daar het tewijs voor arg z< - m7m—-¢ geheel analoog verloopte.
Uit (37) volgt voor cen willekeurige waarde z en voor elke waarde w =
=u + iv met [wivoldoends groot

~

(40) le(u + 1v) 2% [(E (2P o MW o m wVkyarg 2 .
7e zullen nu bewijzen, dat de {van z en w onafhankelijko) pogitieve
constanten K1 en 1.1 bestaan met

(41)  |glu + iv)z® * 1V IK K, (2| 117 U o(mA~ arg z)}v?voor clke waar-

de z met Iarg z[ <wen we elke in B en boven C gelegen waarde Ws u+iv
met voldoend grote modulus.

Vooreerst volgt uit dc gegevens. van theorema 5, dat voor clk punt
w=1u + iv op C geldt|v|{ plul + q. EFlk boven ¢ gelegen punt w=u+iv in
H voldoet dus aan de ongelijkheid v - plu - q. Indien dit punt boven-
dien beneden dc bestaanbare as ligt (dus v = -)vl),dan hebben we voor
ilarg zl< W

oV oarg z e-—;v;arg z , =2V arg z
eV arg z 2(pjui+q)w )
Aan de andere kant geldt voor elk punt w = u + iv op of boven dc be-
gtaanbare as
o~V arg z _ e-'vfarg 2
en in verband met (40) volgt nu de bewering (41). Door eventueel i

door een grotere constante te vervangen, kan men zorgen dat dc onge-
lijkheid (41) geldt voor el\ke waarde z metlarg z|{wen voor elk boven
Cenop L gelegen punt w = u + iv. ;

Zij R ecn voldoend ver naar rechts gelegen verticaal in H, zodanig
dat alle in H gelegen polen van g(w) liggen in de door L en R begrensde
,strook S, dat verder de kromme C door R in precics één punt wordt
gesneden en dat, tenslottec, de ongelijkheid (41) geldt woor elk punt
w=1u + iv op R. Beschouw nu een horizontasl interval T, dat L en B
verbindt, en dat hoger ligt dan elke in S gelegen pool van g(w) en of.
‘hoger dan elk in S gelegen punt w van C. Laat 0] het deelgebied van's
!‘v"ciersikellen, dat begrensd wordt door een rand.. bestasnde vit het in-
\‘f“t:'arval T, het in 8 gelegen deel van C en verder uit de aansluitende :
43 tervallen pp L en R. Toepassing van de residuenstelling op %j, geeft
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ir

”“{ 42) | j g(w)z"dw 2;_ A
wagrin voor arg 2z >mw Ao ech‘l:erlid juist de in do formulcering Van
%heorema 5 genoemde, betcienls heeft., Tordt mu het lijnstik T near het
oneind»igc verschoven, don volght voor arg z > mivit (40) dat zijn bijdrase
“tot het linkerlid van (42) naar nul gaat. Formule (42) gaat door doze
l:.mig.’cov croang over in

clr i WX ICy

N A —t
(43) ({J(w)zwdw -S aiviz aw + f s(w)z"dw = :Z r(s),
O( & 7 >

waamn de eerste integzrasl van het linkeriid wordt uitsge strelt over het
in § gelegen decl van . Tovens blijkt uit (40), dzt {vooi arg = > mW)

do beide overige intesreolon afzonlerlijk ceouvergent zijn.

~ Voor elke wacrdc z met n i+ £<ars »<{ @ seldon wegens (41) de ongelijk
neden

o o 4150 A+ X
o, oo s _ coyinil e EIVE sl
k{M) \ j a(w) z"aw i‘; . ‘Z‘a eli mc.qj;c lilL.+1.1
on <

Reioo . $LP

I “,(’ . ~ 'f,
(45) ”b(w)zwdw}q: 2P 1»’”‘”& tvlgn + vl

wacmln a@msp. b het recle decl varf?o( rosp /3 voorstclt. Uit (45) wvolgt
voor glke waardc z met m7+ £ < arg z<wenlz)./e ~L T

(84-100' .

(’46) 1im fg(w)zwdw =0,

Welke 11m10'hova, rgang zelfs gelijkmatig geldt als we bovondicn ciscn
jz| LBe 117 et 0 als cen positicve constante < 1. Door dc linletovergan:,

b =Re {A)=% op (43) toe te passen volgt vooresrst dot de integras
,7 (z) = J z(w)z"dw

, 5 |

voor m7r+£ <argz<wen|z] € € “L T sonvergeert cn aldaar con cepwaardi-
ge en analytische functic voorsitclt. Verder voigh veor 42 zclide wacr-
den Z

X 40
(47) j(z) Zl r(s) - J glw)zVdw -
s X

g dc,majorering (44) is de intcgrasl in het rcchberlid van (47) in
’:to;t"\mﬂ‘i-f {arg z{wecn cenwaardige cn analytische functic. Het
iid van (47) levert dus cen cenwaardige en analytischc voortzet-
van./(z) in de gehcle scetor mTi+ €<arg z < Lo .

) en (44) volgt de bowering (39). q.e.d.
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ven theorona 2. Z21ij voldoen can de voorraamdcn van theorena 2.

E het rechterhalfvlok gelesen in het w' = uw' +iv' - vlak, dat ent-
- ult het rechtcrhalfvlek H in het w = u +
atie

iv - vlak door dc trans-

v - L

we=gw + [0 oivel ' =

. - X
wordt H'aan dc lisgew i jde bu;;ensd door cen rcchte L', diec met
<' 1 a1a SN ~ — _‘. - / . -
) ;.tl@ve reclc as ¢2n hocek y/— 5 —emam,_t (\7egcnsjf),{§ is #< yw<g;
de reele as snijdt iu ~cn zeker punt? . Tegen
h = Re (o(})-}'l,/&\ :()(,/\ 1"}/5,

o
»

Yerder C' de¢ in n° gclegen Jordankromme, dic vpor de transforma-—
,ﬁB) het becld is vun de gegeven in H gelesen Jerdan:romme Ce De

(') = glxw' +4) = glw)

in H' ecn cenwaardig: cn analytische funetic op eindig vele polin
ic niet op L' of C' zijn gele.en.

 tegraa1

- Jd (@ = [ a(weTaw

&uze functie kan worden voortgezet tot een ecawasrdige ~n analytische
mfm‘y(z) in de sectorfars z)< m¥. Door tocpassing van thesrewa 5
#_dat dezclfde intcgra.l 'an worden voortgezet tot een cenmasrdige
rwﬂytische functie in het gobicd|arg azl”mA. Samenvaticnd, vinden

at de inte. raglzf(z) kan worden voortsczet tot cen veor elke waerde
;@iel arg z (met)z]# O) ccnwaardige en analytische functie (eigenlijk
@n we spreken van cen ecnwaardigeen analytische functie op het Rie-—

n oppervlak van 1ln z). “cgens de transformctie (48) volyt dat elk
@egﬁalen

& o w! o gin (j-Diw!
*‘[: glaw' +8)z" dw' en \f‘ e gl 46)dr!
o

c66n gehsdl gotal), wellte convergeert voor de waarden z # U met
oende klein, kan worden voortiezet tot een voor elke wacrde z, =

aT8 Z (met z # 0) ecnwa. .rdige en analytische functic.
0@tu hebb@n we weg eas (10) voor elke wacrde

: +r'e V’~ x' +r' et j-0) 1!

(x' en r' redel) in E' met



doend grote absolute waarde

ln(x' + r'e)] =lalel®(x'+ r'et i} -0), ) = s@ci¥x'+ 1ora)<
< Kk eXP%lﬂfO‘XEOS%{?},H m:’i,xo'sn,nﬁ + 0 -}—ﬂlg

}h(x'i— rlei\}’)l< 7 o l;lTIX’i'l" m‘mr'lsinY’
!

. b, mpe
t= o MTIAIMRIR m o
, cos®
-e passen nu theorema 4 toe voor het geval dat de in de formulering van
theoremu 4 voorkomende ver amellnbmcn roothoden L,L C,¥, &(w), K,1 en

en waarbij

11,=0(1 cosd + m|sindl ) en m, =

}

1wr,)orss‘l;eli; enofeen positief getal< (k - m );;cosy voorstelt (dvs #<
<1: cos

- m)j). Lan de¢ hand van de gemasktc opmerkingen controlleert
men nu gemekkelijk, dat asn alle voorwaarden ven theoreme 4 is voldaan.
Zij Q} het gebied zederiniecrd door

](cosyf)lo [2) - (.sin\f‘) arg z]\{ (k - m)7 siny-o%.
;“’egenssw-— T -penz =02 is deze ongelijkheid aequivalent met

€1) [ arg 2% [ & (kffﬁ-?—‘-} -m)T =~E.
@ -de bevrering van Lhe;o"«* cna. 4 volgt nu voorecerst dat de door analyti-~
sche func'ble (3(2), die voor de wacrdcn z ultéy met | zlvoldoende Ilein
Word'b c.eflnleero. door de chh’creeko

v-.—.——-

3(7;) }: abn ) = ) h(n)z®

n=0 =0 .
,kan word.n Booritgezet Lot ecen in het hele gebied ecnwaardige en anea ly~
ﬁf'tlsche fonetic. Daar %(z) rcgulicr is voor z = 0, eun decr tenslotte het
na‘tw“l:f.a} gebal k w:.llekeurl groot kan worden gelrozen, volgt dat G(z)

,,,,,

Lelka Waardc z in OJ/

» 2""’" ‘ n in (-1)rw' w
(é'( )= - - slxn +R)z7 + f 2 sill‘i;w‘ £= glxw'4p)z dw
N< <0 ¢ ‘ '

,~f-CJ(izt

n is de groo*theldfg,ellgk cen de som van dec residrven van do runci‘u
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’ . 1 % _}, o 1 v
Dzt =l z7 ) =1z M{O'cos() exp(-6ginP arg z%)
1 ul?Jl
en M= 'Lé_o"s'ﬁ vols ’u voor de waarden z uit het door (51) gedefi-
"“de gebied (g
D)(!z}z = 0laa By,

‘beschouwen nu. ¢e ia het rechterlid van (52) optredende inYegraal
Sav (et :
J = f B gl v ) 2Tan

aar k een even naituurLiilt getal is heb‘ben we

&1:.2.
gin (1r-.)72’w’ 2
sinjw! - ¢ 2,;7’5,/,\ w'
A = ~k+2
Bb AT 2
‘iem dus VOlé,‘t uit (54)
{-2
| .
At = ku-2
/ -

] .
7(2) = f ew'+e)(z e 2”if) Yaw'
ar ¢
:ﬁgen we transformatie (48) toe, dan volgt

Jf‘(z) /3_(’ g(W)%‘ﬁde

waarin /‘ (z e2 7’7‘1) Zi;jJ(z) de op het Riemannoppervlsk van dn z eerw-

p]}[g,e en analytische functie, d1e voor|z|voldoende klein wordt gede-

*
‘nl

eerd @cor de integraal
. j(Z)= f g(w)z"aw

lgt‘ uit (55) e; (56) ~

*‘Jzz) *ZZ Z J(z,).

uderen nu cle 1n*be@raalc7(z). Zij 7 een willekeurig posgitief
7 en zi;) W een positief getal yn13r+)} . Door “nepassing van

,ﬁolgt van het gebled m7'+7] <{arﬁ szdat



3 (2)
(59) 7&) = xz 0 %) (g ooz ity
waarin p (z) juist fe betekenis heeft, senoemd -n de formulering van
theorema 2. Te Pcaceoivsen vervoloens de waarden z met |

(60) farg ml< ni4d = (2-m)7 o
met ¥ = 2(1-m)77 --» 2ly cen positief geval. ) ‘
Als ve in de formulering van theorema 4 de grootheden V¥, k ené in volg~‘
orde vervangsen door %fg 2 eﬂg' Gan is aan alle voorwacrden van theoreme
4 voldaan. Uit de Lcwerinyg van theorema 4 volgt veor het door (6C).
gedefinieerde gebied M,
(61) J(z) F(z> o 2@ a2y + 0 (g P
waarin T(z) en C s3de in ‘de Lormulerlng van theorecma 2 _eunocwde behic-
kenis hebben.,

Opmerkende dat voor dz waarden z uit het door (51) gedefinieerde
pebied ’g geldt

i \
ARV L Vi
|24l = l(z ¢ ~"&| =|2%| exp(er r—s}g.n-& = 0\ z7))
volgt wit (52), (53, (54), (58), (59) en (61) de Dewering (14) van
theorema 2 voor de waarden z uit het door (51) gedeiinieerde gebiedé? .
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